ICM 2002 ■ Vol. III ■ 1-3 



Sur les Algèbres Vertex Attachées 
aux Variétés Algébriques 



Vadim Schechtman* 



Abstract 

Sganarelle: ... Mais encore faut-il croire quelque chose dans le monde: 
qu'est-ce donc que vous croyez? 
Dom Juan: Ce que je crois? 
Sganarelle: Oui. 

Dom Juan: Je crois que deux et deux sont quatre, Sganarelle, et que 
quatre et quatre sont huit. 
Molière, Dom Juan 

One dicusses sheaves of vertex algebras over smooth varieties and their 
connections with characteristic classes. 
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1. Introduction 

Le but de cette note est de présenter une classification de certaines algèbres 
vertex, qui peuvent être associées à des variétés algébriques lisses; ceci est l'occasion 
de rencontrer des classes caractéristiques "style Pontryagin-Atiyah-Chern-Simons" . 
Ceci a été obtenu dans [GMS] dont la présente note est un complément. On propose 
ici une définition plus simple d'une algébroïde vertex {infra, 2.4, 2.6), un énoncé 
plus précis et une démonstration courte du résultat principal de op. cit. {infra, 
3.4, 3.6, 3.7). A la fin on propose une construction directe des algèbres vertex 
associées aux courbes, à l'aide des algèbres de Virasoro introduites par A.Beilinson. 
Le point de départ de cette note était une tentative de comprendre le complexe de 
de Rham chiral découvert par F.Malikov, [MSV]. Je remercie vivement mes amis et 
collaborateurs Arkady Vaintrob, Fyodor Malikov et Vassily Gorbounov. 
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2. Algébroïdes vert ex 

2.1. On fixe un corps de base k de caractéristique 0. Rappelons qu'une algèbre 

vertex est un /s-cspacc vectoriel V muni d'un vecteur distingué 1 £V (dit vacuurn) 
et d'une famille d'applications A:-linéaires : V (î^kV — > V {i G Z) telles que 
^ii)y = pour i assez grand. Si l'on pose dx := a:(_2)l, on obtient un opérateur 
d : V — > y. Les axiomes de [B] doivent être vérifiés. On n'est intéressé que par 
les algèbres vertex Z>o- graduées, ce qui signifie que l'espace V est muni d'une Z>o- 
graduation (dite poids conforme), V = ©„>o Ki, 1 € Vq et Ki(i)Kri C Vn+m~i-i- 
En particulier 914, C Ki+i. Les morphismes de telles algèbres étant définis de 
manière évidente, on obtient la catégorie Vert des algèbres vertex Z>o-graduces. 

2.2. "Données classiques" associées à une algèbre vertex. Soit V € 
Vert. Pour être bref on écrira xy au lieu de X(^_iyij; c'est une opération non com- 
mutative et non associative en général. On a VnVm C Vn+m- Posons A{V) = Vq] 
l'opération xy est commutative et associative sur Vb; donc A{V) devient une k- 
algèbre commutative avec unité 1. Posons A{V) = Vi. Soit Cl{V) le sous-fc- 
vectoriel de A{V) engendré par les éléments adb, a,b & A{V). Alors fl{V) de- 
vient un A(y)-module et d : A{V) — > rt{V) est une dérivation. En outre, si l'on 
pose T{V) := A{V)/rt{V), l'opération ax induit une structure de A{V)-modu\e sur 
T{V). (Par contre, A{V) n'est pas un A{V)-modu\e en général, à cause de la non 
associativitc de l'opération ax.) L'opération (q) : »4(T^) x A{V) — > A{V) induit 
l'application [,] : T(A) x T{A) — > T{A) qui est un crochet de Lie; l'opération 
(0) : A{V) X A{V) — > A{V) induit une action de T(y) sur A{V) par dérivations; 
on a [r, ar'] = a[T, t'] + T{a,)[T,T'], i.e. T{V) devient une A{V)-algéhroïde de 
Lie. La première opération induit aussi une action de l'algèbre de Lie T{V) sur 
^{V) telle que d est un morphisme de T(y)-modules, et T(aw) = T{a)ijj + aT{Lu). 
Enfin, l'opération (i) : A{V) x A{V) — > A est symétrique et induit un ac- 
couplement A(V)-bilinéaire (,) : T{V) x n{V) — > A{V) telle que t{{t',u})) = 
{[t,t'],u)) + {t' ,t{uj)) et (ar) (cl)) = ar(a)) + {T,Lo)da. 

2.3. "Données quantiques." Les propriétés (Algl) — (Alg3) ci-dessous 
sont vérifiées, oîi a e Aiy), x,y,z £ A{V), w : A{V) — > T{A) étant la projection 
canonique. 

(Algl) (a.T)(i)?y = a(.X(i)?/) - 7r(x)7r(y)(a). 
(Alg2) X(o)y + î/(o)a;' = 9(x(i)y); (9a;)(o)y = 0. 
(Alg3) X(^o){y{i)z) = {x(^o)y){i)Z + y(i){x(^Q)z), i = 0,l. 

2.4. Soit A une fc-algèbre commutative de type fini, lisse sur k. Posons 
n{A) = T(A) = Derk{A,A) (l'algèbre de Lie de fc-dérivations de A). Soit 
d = Ôdr : A — > Çl{A) la dérivation universelle. On a l'accouplement non dégénéré 
A-bilinéaire (, ) : T{A) x 9.{A) — > A; l'algèbre de Lie T(A) agit sur Çl{A) par la 
dérivée de Lie. Ces données vérifient toutes les propriétés de 2.2. 

Une A-algébroïde vertex est un fc-espace vectoriel A muni d'un sous-espace 
F'^-A C A avec les identifications de fc-vectoriels = fl{A), A/F'^A = T{A) 
et des opérations fc-bilinéaires : Ax A — > A, {a,x) ^ ax = a(_i)a;, (i) : 
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Ax A — > A symétrique, (q) : ^ x ^ — > A. On demande que (i) A(_i)f](A) C 
fl{A) et que l'action de A sur Q{A) et sur T{A) induite par coïncide avec 
l'action canonique; (ii) fi(A)(j)ri(A) = (i = 0,1); ri(o)-4 C i^{A), l'opération 
T{A) X T{A) — > T{A) induite par (o) coïncide avec le crochet de Lie, et l'action 
induite T{A) x il{A) — > n{A) coïncide avec la dérivée de Lie; (iii) l'acccouplement 
(, ) : T{A) X rt{A) — > A induit par coïncide avec l'accouplement canonique. 
Enfin, les propriétés (Algl) — (Alg3) doivent être vérifiées. Dans (Alg3) pour i = 1 
on interprète la partie de gauche comme 7r(a;)(y(i)z). 

Soit T'{A) une algèbre de Lie dg concentrée en degrés —1,0, avec T~^{A) = 
T"{A) = T{A), d : T-^{A) — > T^{A) l'identité, le crochet [,]o,-i l'action adjointe. 
Soit Q,'{A) : — »• A n{A) — > rt{A)/dA — *• le complexe concentré en 
degrés —2,-1,0 avec les différentielles évidentes. Ce complexe est un module dg 
sur T'{A) (l'action de T°(A) est par la dérivée de Lie, la composante [, : 
T~^{A) X n~^{A) — > Çl~^{A) étant l'accouplement canonique, et la composante 
[, ]_i,o étant définie par [r, w] = ir{du)), où û Ç. Sl{A)/dA est l'image de u; G i^{A), 

d : — > ^\/k différentielle de de Rham, v : ' ^\/k "^^^ 

convolution avec r). On peut exprimer les axiomes (Alg2) et (Alg3) en disant que 
l'on a une algèbre de Lie dg ^' : — > A — > A — > A/dA — > 0, concentrée 
en degrés —2,-1,0, extension de T'(A) par U,'{A) (considérée comme une sous- 
algèbrc de Lie abélienne), telle que l'action de T'{A) sur ^l'{A) induite coïncide 
avec celle décrite ci-dessus. Un morphisme g : A — > A' est une application 
fc-linéaire respectant les opérations (j) et les filtrations, qui induit l'identité sur 
il.{A),T{A). D'oii la catégorie AlgA des A-algébroïdes vertex, qui est un groupoïde 
(chaque morphisme est un isomorphisme) . 

2.5. Soit A comme dans 2.4. On définit la catégorie VertA dont les objets 
sont V e Vert munies d'un isomorphisme de /c-algèbres A{V) A, cet isomor- 
phisme identifiant les données classiques {T{V),rt{V),d, (,)) correspondantes avec 
les données standardes {T{A),Ç}{A),dDR, {,)) décrites dans 2.4. Les morphismes 
sont les morphismes des algèbres vertex induisants l'identité sur les données clas- 
siques. 

La construction 2.2, 2.3 donne lieu au foncteur Alg : VertA — > AlgA, V i— > 
A{V). Ce foncteur admet l'adjoint à gauche U : AlgA — > VertA, l'algèbre vertex 
UA étant appelée l'algèbre enveloppante d'un algébroïde vertex A. Pour chaque 
A 6 AlgA le morphisme d'adjonction A — > Alg{UA) est un isomorphisme. 

2.6. Le langage suivant est un peu plus explicite et est parfois commode. 
Appelons A-algébroïde vertex scindée un couple B = ((,),c), où (, ) : T{A) x 
T{A) — > A (resp. c : T{A) x T{A) — > ^{A)) est une appUcation fc-bilinéaire 
symétrique (resp. antisymctrique) . On demande que les propriétés (AlgScindl)- 
(AlgScind3) ci-dessous soient vérifiées. 

(AlgScindl) (ar, hr') - a{T, br') - b{aT, r') + ab{T, t') = -T'{a)T{b). 
(AlgScind2) {t",c{t,t'))+{t',c{t,t")) = {[T,T'],T")+{r' ,[r,T"])-Ti{T' ,t")) 
+T'((r,r"))/2 + r"((T,T'))/2. 
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(AlgScindS) 3{r(c(T',r")) + t'{c{t",t)) + t"{c{t,t')) - c{[t,t'],t")- 
c{[r',T"lT)-c{[T\T],T')] = a{(r, i[r',r"] +c(r',r")> + (r', \[t" ,t]+ c{t" ,t)) + 
(r",i[r,r']+c(T,r'))}. 

Ses propriétés entraînent que (, ) et c sont des opérateurs différentiels, d'ordres 
2 et 3 respectivement. 

Étant donnés deux A-algébroïdes vertex scindées B = ((, ), c) et B' = ((, )', c'), 
un morphisme f : B — > B' est par définition une application fc-linéaire h = 
hf : T{A) — > Sl{A) satisfaisant les propriétés (Morl)-(Mor3) ci-dessous (dont la 
première implique que h est un opérateur différentiel d'ordre 2). 

(Morl) {T',h{aT)) - {aT,T') + {aT,T'Y = a{{T' ,h{r)) " (t,t') + (t',t)'}. 

(Mor2) (r,r') - (t,t')' = (t,/i(t')) + (r',/i(T)). 

(Mor3) 

c(t, t') -c'(r, r') = r'(/i(T)) -r(/i(r')) + /i([r, r']) + c^{(r, /i(r')) - (r', ft(r))}/2. 

La composition est définie par hff'=hf + hf'; l'identité est hid = 0. D'oii 
on obtient le groupoïde AlgScindA des A-algébroïdcs vertex scindées. Etant donné 
B comme ci-dessus, on pose A{B) = T{A) ® Çl{A) et définit les opérations (j), i = 
— 1, 0, 1 par les formules a(-i)T = (ar, —7(0, r)), où 7(0, r) G ri(A) est défini par 

(T',7(a,r)) = {aT,T') - a{T' ,t) + tt' (a) 

(l'axiome (AlgScindl) signifie que cette expression est A-lincaire en r'); T(o)t' = 
([t,t'],-c(t,t') + ia(T,T'), T(i)r' = (t,t'). Ccd définit A{B) G ^/.g^- Si / : 
B — > B' est comme ci-dessus, on définit le morphisme <?(/) : A{B) — > ^(S') par 
9{f){''') = (''') '^Z (''"))• Csci définit un foncteur AlgScindA — >■ AIqa qui est une 
équivalence des catégories. 

2.7. Exemple. Supposons que A est telle que T{A) soit un A-module libre 
et il existe une A-base b = {n, . . . ,t„} de T{A) telle que [n, tj] — pour tous 
Nous appelerons telles algèbres petites est les bases b abéliennes. On pose 

{an, bTj)b = -bTiTj{a) - aTjTi{b) - Ti(6)T,(a), (2-7)(,) 

Cb(ari, bTj) = ^{Ti{b)dTj{a) - Tj{a)dTi{b)} + ^d{bTiTj{a) - aTjTi{b)}. (2.7)c 
Alors Bb = ((, )b, Cb) est une A-algébroïde vertex scindée. 

3. Classification 

3.1. Une algèbre A étant toujours comme dans 2.4, on définit un groupoïde 
^r(f2j|'^^) dont les objets sont les formes différentielles fermées u € ^A/fc*^' ^^^^ 

La composition des morphismes est l'addition de 2-formes. L'addition des 3-formes 
induit une structure d'un groupe abélien en catégories sur ce groupoïde. 
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On remarque que si A, A' sont deux A-algébroïdes vertex avec le même espace 
sous-jacent la même opération çi-^, alors .X(o)?y — xçQyy G ^{A): cet élément ne 
dépend que des 7r(a;), 7r(y), oii tt : A — > T{A) est l'application canonique, d'oir 
l'application ca,A' '■ T{A) x T{A) — > Q{A). De plus, cette application est A- 
bilincairc, et ujj,^j[>{t,t' .t") := (r, c^__4' (t', t")) est antisymétrique en t,t',t", 
donc (jJa,A' peut être considérée comme une 3-forme différentielle, et cette forme 
est fermée. 

Réciproquement, étant donné A = AIça et w G ^a/*-'^' '^^ définit A' = A + 
uj G AlgA ayant le même espace sous-jacent que A et la même opération (i), avec 
(0)' =(0) -w. 

Si g : A + u) — »■ A + w' est un morphisme, alors {g — id){A) C ^{A), {g — 
id)\çK^A) ~ 0, donc g — id induit une application hg : T{A) — > n{A). La fonc- 
tion, r]g{T,T') := {T,hg{T)) est antisymétrique en r, t' et ^-bilinéaire, donc peut 
être considérée comme une 2-forme différentielle; on a dr] = u — w'. Ceci in- 
duit une bijection HomMgj^{A + oj,A + u)') = {r] G d\^f,\dr] = u — u'}. On a 

HorriMgA (-^i -^O = HorriMgA (-^ + co,A' + w). Cela définit une Action 

+: AlgA X ar(n{|'^>) AlgA- (3.1.1) 

3.2. Théorème. Si A est petite (voir 2.7), alors le groupoïde AlgA est un 
Torseur sous ^r(rîj|'^^) par rapport à l'Action (3.1.1), c'est à dire, pour chaque 
A G AlgA le Joncteur A +? : Gr{^lj^' ) — * AlgA est une équivalence. 

Par exemple, l'ensemble 'ïïo{AlgA) des classes d'isomorphisme de AlgA est un 
torseur sous /f|,^(^). Grâce à 2.6 le Torseur AlgA est non-vide pour A petite. 

3.3. Soient A petite, et b = {Ti},b' = {r/} deux bases abclicnncs, d'où les 
algébroïdes scindées Bb,Bb'; on a = (p^^rj (la règle de Einstein est sous-entendue), 
^ = ((/)*^) G GLn{A) (pour être bref, on écrit b' = 0b). On définit une application 
hb',b '■ T{A) — > ^{A), comme étant l'unique opérateur satisfaisant (Morl), tel 
que {Tl,hb'^t){Tj)) = ~'^{Tl,Tj)b- De plus, on définit une application Cb',b : T{A) x 
T{A) — > i}{A) comme étant l'unique opérateur tel que Bb',b '■= ((, )b,Cb',b) soit 
une algébroïde vertex scindée, et hb',b soit un morphisme d'algébroïdes scindées 
Bb' — > Bb',b- D'oii la 3-forme «b'.b G ^A/fe'^ teWe que Bb = Bb'.b + oib'.b- Si 
b" = {t"} est la troisième base abélienne, avec t" = ip^-'Tj, on définit la 2-forme 

/3b",b',b '■= hb" ,b' + ^b',b ~ ^b",b G ^^/fc- 

3.4. Théorème. /3b",b',b = \tr{(j)-'^il}-'^dil)d(l)}, ab',b = \tr{{(j)-'^d(j)f}. 
Démonstration. Il resuite de (2.7) que 

cb(T;,rj) = ^ir{rVj(<^)<A-'5T;(<^) -rv;(<^)r'Tj(<^)r'9<A- (i ^ j)}, (3.4)^ 

(r;,Tj)b = <r{-20-iT;rj(0) +</.-V;(</.)0-Vj(</.)} (3.4)<,) 
d'ori, en utiHsant (Morl), 

hb'Ar'i) = tr{r^dT'a<P) - \r^T'a<l^)r^d4, + </.- V" Vr(V)ô</.}. (3.4)ft 
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Par définition, C[,',b(Tj', rj) = T-{h{Tj)) - Tj(/i(rj')); ab\b = Cb - C6',b, d'oii; 

«b',b(T;,Tj) = -ltr{cl>-\l{cl>)^-\;{4>)r'dcl>-{i^j)}. (3.4)„ 
En outre, (3.4)/i entraîne 

/3t.",b',b(rn = itr{r V-'r;'(V)Ô<^ - r;'((/.)r ^"'9^} (3.4)^ 

d'où le théorème. Ici l'on identifie une 3-forme a avec une application antisymétrique 
T{A) X T{A) — > n{A) définie par q:(t, t') = vv/a. A 

3.5. Classe de Pontryagin. Soit X une variété algébrique lisse sur k, 
E un fibré vectoriel sur X. Choisissons une recouvrement afiine it = {Ui} de 

V 

X, et des bases b' des r(f/j, C)x)-inodules T{Ui,E), d'où, le cocycle de Cech (p = 
{^ij), (t>ij e T{Uij,GLn{Ox)), = 4>ij^^ sur Uij, (t>ij(t>jk = 4>ik sur f/^fe. Con- 

V 

sidérons les cochaînes de Cech P2{4>) = {\i'''{4>'jk4>i-^d.4'ijd4>jk}) G C^(1I, fi^c), 
Pal-/-) = {\tr{{<i)i,^d(i),,f}) G Ci(il,f^|); on a d. p^id^) = 0, rfz^^îpal^) = 

Cech 

dv Pi(4>),dDRP3{4>) = 0. Il en résulte que p{(p) := (p2(0),P3(0)) € Z'^ {U, Çî^^'^^ ) 

Cech 

OÙ fi|^''^^ := (fi^ — > fi'^'^'^'^), la difi^érentielle totale dans le bicomplexc de Cech 
à coefficients dans ce complexe étant d = doR + (— l)'^^*'(iv . De plus, si l'on 

Cech 

choisit des autres bases 'b* = gih^, d'iî g = {gi) G C'^ {ii, G Ln{Ox)), le cocycle 
correspondant est (j)' =^ (f>, oh ^(f>ij = gi(t>ijgj^- On définit 

P2{^,g) ■■= {^tr{(l)ïj^gï^dgi(l)ijgj^dgj + (l)î^d(j)ijgj^dgj - gî^dgi^^^ 

pM ■■= ilHig^'dgi)'})-^ p{ct>,g) = {p2{4>,g),Pz{9)) e C\^M^^^)- 
Alors pai^cj)) = P3{4>) + dv psig) + dDRP2{'f>,g),P2{(l>'^) = P2{4') + dv P2{(t),g), 

Cech Cech 

d'où p{^4') = p{(j}) + dp{(j}, g). Donc la classe p{E) de p{(j}) dans H'^{X, ri{^'^^) qu'on 
peut appeler la classe de Pontryagin-Atyiah-Chern-Simons (pacs), ne dépend que 
de E. On remarque que p{(i)) = p{(j)~^*), donc p{E) = p{E*). 

3.6. Les groupoïdes Algr(u,Ox)^ U C X, forment un champ 2t[0x sur la 
topologie de Zariski (même étale), parsque les opérations (j-) sont des opérateurs 

difi'érentiels qui se localisent. D'après 3.2, ^Igx est une gerbe sous (lo- 
calement non- vide, mais pas localement connexe). Donc la classe caractéristique 
c{mQx) G H'^{X,n^^'^'>) est définie, telle que c(2t[0^) = ssi r{X,mgx) est non- 
vide. Rappelons sa définition. On choisit im recouvrement affine il = {Ui} de X 
avec Ui petites; on choisit les objets Ai G r([/i, 2llg^). Sur les doubles intersec- 
tions, il existe les isomorphismes hij : Aj\uij — * -^ili/ij 

Si l'on pose (3ijk := hij\uijk - hik\uiju + hjk\uijk ^ ^'^{Uijk), on a c({A}, {hij}) := 
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{{aij),{l3ijk)) e Z^(it, fiy Pour une autre famille {{A'i},{hij}) il existent 
hi : Ai Ai + ai, ai 6 i^^jk"'^ i^J + ceij)°hij ■ Ai ^ Aj + {aj + aij) et 
{h'ij + ai)ohi : Ai A'j + (a-j +ai), donc il existe l'unique (3ij ë ^^/k ^^^^^ 
dPij = a'ij - aij +ai- aj. Alors d{{ai), {Pij)) = c({yl-}, {/i^}) - c({A}, {hij}); 
par définition c{QliQx) est la classe de c{{Ai}, {hij}) dans la cohomologie. 

Soit Tx le fibre tangent de X. Choisissons des bases bonnes de T{Ui,Tx), 
avec b* = (f)ijb^ , (j) = {(f)ij) G Z^{ii,GLn{Ox))- Alors, d'après 3.4, a^ibi = P3{(p)ij 
et Pb^b^b' ■— hbdb' ^ 'ib'b' + hbibi — P2{4')iji- Dc plus, si {'b*} est une autre famille 
des bases bonnes, avec 'b* = g^b^ g = (gi), alors a/(,ibi = P3{g)i et — /it,«bJ + 

/i/(,ifai — hibJbi = P2{4>, ■ En particulier, on a 

3.7. Théorème. c(2H0x) =piXx), où Tx est le fibré tangent de X. A 
Soit (p comme dans 3.6, p = p{(j>); soit Qvp le groupoïde dont les objets sont 
les 1-cochaînes de Cech a; € (7^(11,0-^'^^) telles que duj = p, avec Homgr^{uj,uj') = 
= Cl) — oj'}. La construction 3.6 donne lieu au fonctcur Qp — > 
r{X,QllQx) qui est une équivalence des catégories. 11 en résulte que 7ror(A', Sllg^f ) 
est un torseur sous H^{X,fl^x^^), non- vide si et seulement si p{Tx) = 0, et pour 
A e r(X,2l[0^) le groupe Aut{A) est isomorphe à H°{xM^^^). 

4. Exemple 

[2 3) 

Soit X une courbe lisse sur k. Dans ce cas fly = 0, donc sur X il existe 
l'unique, à isomorphisme unique près, Ox-algébroïde vertex Ax- On propose ici une 
construction directe de Ax- Pour j e Z on a défini dans [BS] le faisceau d'algèbres 
de Lie différentielles graduées A^ {j-ièm,e Virasoro) sur X (cf. [BS] 3.1). On a 
A^j = pour i =/= —2, —1,0; Aj"^ = Ox, Aj = Tx- On a la suite exacte canonique 
des fc-vectoriels (des Ojf-modules si j = 0) — > Vl\ — > A~^ Tx — > 0; Par 
définition, la différentielle d : Aj^ — > Aj est égale à tt et d : Aj"^ — > Aj^ est 
égale à la composée de la différentielle de de Rham avec l'inclusion ■^7^' 
Comme il est explique dans op. cit., la catégorie des algèbres de Lie dg comme ci- 
dessus est un k-espace vectoriel en catégories; en particulier, on peut les multiplier 
par un scalaire. On a l'isomorphisme canonique Aj (6j^ — 6j + l).4o. Pour 
chaque A G on a l'isomorphisme des fc- modules XAq^ Aq^, donc la structure 
canonique d'un 0x-module sur A^^ induit une structure de C^-module sur A^^^'^. 

Considérons l'algèbre de Lie dg 6Ao- On pose Ax = 6Aq^. On définit les 
opérations par a(_i)a; = ax — 2dTr{x){a); X(çi)y = ['ïï{x),y], Xf^i^y = [x,y] {a G 
Oxi x,y e Ax)- Alors les axiomes (Algl)-(Alg3) sont vérifiés, et l'on obtient une 
algébroïde vertex sur X. 
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